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6 种生长方程在杉木人工林
林分直径结构上的应用 3

段爱国 , 张建国 3 3 , 童书振
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摘要 : 对 Richards 等 6 种生长方程的数学解析性及其应用于杉木人工林林分直径结构模拟的理论依

据进行了分析和探索 ,并应用此 6 种生长方程模拟了林分直径累积分布。发现在描述林分直径累积

分布时 ,Richards 方程绝大多数表现为 Logistic 型 ,Weibull 方程的参数 c 均大于 1 ,曲线存在拐点 ;除

Mitscherlich 式外 ,各生长方程的模拟精度均相当高 ,Richards、Weibull、Logistic、Gompertz、Mitscherlich、Korf

等 6 种生长方程样本选优率依次降低 ;Richards、Logistic、Weibull、Gompertz、Korf 及 Mitscherlich 等 6 种生

长方程总体模拟精度依次降低 ;相对生长率表现为变量指数函数方程的精度较相对生长率表现为变

量幂函数方程的精度高 ,且 3 参数方程的精度较 2 参数的高。
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林分直径结构模型的研究于 20 世纪 80 年代在我国兴起 ,经过近 20 a 的摸索 ,对国内许

多树种的林分直径结构均建立了模拟预测模型[1 ] ,对国外一些应用较广的理论生长方程也

进行了一定程度的理论探索和实际应用[2～4 ] 。但纵观以往的研究 ,还存在许多问题 :对林分

直径结构进行模拟时模型的拟合精度不够高 ;缺乏系统的模型间的比较研究 ,一种或两种

方程的应用研究不能说明特定林分的适宜模拟情况 ;理论生长方程较少地应用于林分直径

分布方面 ,并对理论生长方程在此方面的适用性缺乏系统深入及拓展性的研究工作。不能

盲目地、不加区别地引用 ,应对其适应性进行分析 ,这样将有利于研究问题的解决 ,也有利

于理论生长方程的进一步发展。据此 ,利用大量真实、可靠的杉木 ( Cunninghamia lanceolata

(Lamb. ) Hook. ) 人工林长期观测试验地数据 ,应用概率密度函数中运用最广的 Weibull 分布

函数[5 ,6 ] 及理论生长方程 Gompertz[7 ,8 ] 、Mitscherlich[9 ,10 ] 、Logistic [11 ,12 ] 、Richards[13 ,14 ] 和 Ko2
rf [15 ,16 ]等 6 种方程对胸高直径株数分布予以模拟 ,通过对 6 种生长方程的数学解析 ,探索理

论生长方程在直径分布领域的适用性 ,找出最适模拟方程 ,并推动生长方程的发展 ,使杉木

人工林直径结构得以科学可靠的描述。



1 　材料与方法

1. 1 　试验材料

材料来源于江西分宜大岗山年珠林场场部后山及青石湾和山下林场的固定样地。大岗山

区属罗霄山脉北端的武功山支脉 ,位于 114°30′～114°45′E ,27°30′～27°50′N。具体试验设计及

林分调查方法参照参考文献[17 ,18 ]。本研究采用样地共计 48 块 ,年珠、山下两林场每块样地

面积及采用林分年龄范围分别为 600 m2、6～20 a 和 500 m2、9～27 a ,样地初植密度分布范围为

1 533～9 983 株·hm - 2。每块样地均经多次观测 ,每 1 次观测均记为 1 个独立样本 ,总样本数

491 个 ,立地指数为 12、14、16、18 的样本数分别有 59、263、139、30 个 ,间伐与未间伐的样本数分

别为 173、318 个。按照 2 cm 的径阶距 ,将每一样本的直径序列划分径阶 ,分别统计各径阶林木

株数 ,从而得出林分径阶分布表。

1. 2 　研究方法

1. 2. 1 　Richards 等 6 种生长方程的数学性质及彼此间的关系　采用概率密度函数中运用最广

的 Weibull 分布函数及理论生长方程中的 Gompertz、Mitscherlich、Logistic、Richards 和 Korf 等 6 种

不同的生长方程对林分直径累积分布进行模拟。从表 1 中可以发现生长方程间存在比较紧密

的相互转化关系。对 Richards 方程而言 ,就有 5 种情形 : (1) m < 1 时 ,可写为 y = A (1 -

be - kx)
1

1 - m ,式中 A , b , k > 0 ,即为人们通常应用的 Richards 方程的表现形式 ; (2) m > 1 时 ,可

写为 y = A (1 - be - kx)
1

1 - m ,式中 A , b , k > 0 ,称为Logistic 型 ; (3) m = 0 时 ,为Mitscherlich 生长

方程 y = A (1 - bekx) ,式中 A , b , k > 0 ; (4) m = 2 时 ,化为Logistic 方程 ,即 y = A (1 + be - kx) - 1

,式中 A , b , k > 0 ,这一点从考察两式的微分式可以明确地得到 ,也揭示了两方程间的微妙关

系 ; (5) m →1 时 ,方程就转化为 Gompertz 生长方程 ,即 y = Ae
　 - kx

- be 　　,式中 A , b , k > 0。当 Korf 方

程中参数 c = 1 时 ,该式转化为 Schumacher 方程 ;当 c →∞时 ,可转化为 Gompertz 方程。对于

Weibull 函数 ,当其参数 c = 1 时 ,该式转化为 Mitscherlich 方程。

各方程渐近线的存在及良好的单调性使其具备了对林分直径累积分布进行模拟的数学基

础。利用累加生成、标准化数据处理方法将林分直径的原始数据化成 (0 ,1 ]区间的数列 ,这样 ,

具体应用时 ,各方程的上渐近值均定为 1 即可。

1. 2. 2 　生长方程在林分直径结构上应用的理论依据探讨　考察直径的累积频率 y ,可将直径

累积频率的增长比作自然界中种群的发展 ,于是 ,即可设直径累积频率的增长量 dy/ dx 正相

关于累积频率并且受到最大频率的限制 ,则各方程微分式可以写成 :

d y/ d x = rf ( y) ·g ( y)

其中 , r 为各方程参数的数学组合 ,可理解为各方程的内禀生长率 , f ( y) 与 y 成正相关 , g ( y)

受 y 上渐近值的约束 ,并与 y 成负相关。各方程的 r、f ( y) 、g ( y) 项分别表述为表 2 所示。

表 2 中 ,Gompertz、Mitscherlich、Logistic、Richards 以及 Korf 方程的正相关项 f ( y) 比较明显

(Mitscherlich 式正相关量看作常量 1) 。Weibull 方程中 ,当 c > 1 时 ,其 f ( y) 项随 y 增大而增大 ;

当 c = 1 时 ,Weibull 式转化为Mitscherlich 式 ;当 0 < c < 1 时 ,方程不存在拐点 ,此时 f ( y) 与 g

( y) 共同组成微分式负相关项 ; Gompertz、Mitscherlich、Logistic、Korf 以及 Weibull 方程微分式的负

相关项比较清晰。在 Richards 方程中 ,当 0 < m < 1 时 ,其微分式 g ( y) 项随 y 值增大而减小 ;当
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表 1 　6 种生长方程之数学解析性

方程 Gompertz Mitscherlich Logistic

形
式
　
微
分
生
长
率

y = K exp ( - ea- bx) y = A (1 - le - mx) y =
C

1 + ep- qx

d y
d x

= by (ln K - ln y)
d y
d x

= m ( A - y)
d y
d x

= qy (1 -
y
C

)

1
y

d y
d x

= bea- bx 1
y

d y
d x

=
ml

emx - l
1
y

d y
d x

=
q

1 + e - p+ qx

参
数

K, a , b( K > 0 , b > 0) ;其中 K为 y 的
上渐进值 , a 为与 y 初值有关的参
数 , b 指内秉生长率

A , m , l ( A > 0 , m > 0 , 0 < l ≤1) ;

A 为 y 的上渐进值 , l 为与 y 初值
有关的参数 , m 指内秉生长率

C , p , q( C , q > 0) ; C 为 y 的上渐进
值 , p 为与 y 初值有关的参数 , q 指
内秉生长率

渐
进
线

y = 0 ; y = K y = A y = 0 ; y = C

拐
点 x = a/ b , y = K/ e 无 x = p/ q , y = C/ 2

方
程 Richards Korf Weibull

形
式 y = A (1 - be - kx)

1
1 - m y = Ae - b·1

x
c y = A 1 - exp - (

x
b

) c

微
分

d y
d x

=
K

1 - m
y · d y

d x
= b -

1
c ( c + 2) · d y

d x
=

Ac
b

· lnA - ln ( A - y)
c- 1

c ·

1
1/ 1 - ( y/ A) 1 - m - 1

y (lnA - ln y)
c+1

c 1 -
y
A

生
长
率

1
y

d y
d x

=

1
1 - m

kb

ekx - b

1
y

d y
d x

= b( c + 2) x - c- 1 1
y

d y
d x

=
c
b

x
b

c- 1 1

e
x
b

c

- 1

参
数

A , b , k , m ( A , k , m > 0) ; A 为 y 的最
终值 ,即上渐近值 ; b 决定 x = 0 时生
长因子的大小 ,参数 m 决定曲线形
状及拐点位置 ,参数 k 则与生长速度
有关

A , b , c ( A , b , c > 0) ; A 为 y 的最终
值 ,即上渐近值 , b 与树木相对生
长速度有关 , c 决定函数拐点位置

A , b , c ( A , b , c > 0) ; A 的最终值为
上渐近值 , b 为尺度参数 , c 为形状
参数 ,当 c > 1 时方程存在拐点

渐
进
线

y = y0 ; y = A y = 0 ; y = A y = y0 ; y = A

拐
点

x =
1
k

ln
b

1 - m x =
c + 1

bc

- 1
c

x = b · 1 -
1
c

1
c

y = Am
1

1 - m y = Ae - c+1
c y = 1 - e

1 - c
c

表 2 　各生长方程微分式之组合因子

生长方程
组合因子

r f ( y) g ( y)

Gompertz b y ln K - ln y

Mitscherlich m 1 A - y

Logistic q y 1 -
y
C

Richards
k

1 - m
y

1
1/ 1 - ( Y/ A) 1 - m - 1

Korf b - 1
c ( c + 1) y (lnA - ln y)

c + 1
c

Weibull
Ac
b lnA - ln ( A - y)

c - 1
c 1 -

y
A
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m > 1 时 ,负相关项 1/ (1/ (1 - ( y/ A) 1 - m) - 1) 与 y 成正相关 ,但由于 r 值亦变为负数 ,在转移

负号后 ,微分式 g(y)项化为 1/ (1/ (1 - ( y/ A) 1 - m) - 1) ,该式随 y 值增大而减小 ,形成负相关

项。一般而言 ,自然界中 ,环境容纳量的限制简化为一种线性限制 ,然而 ,实际上这种限制可以

为线性 (如 Logistic 方程) 亦可为非线性 (如 Richards 方程) ,表 2 中 ,Mitscherlich 式以及 Weibull

式参数 c 取值范围为 (0 ,1) 时的情形可理解为一种特例。Boris Zeide[19 ]在将各方程划分成 LT

和LTD 两种形式时将 Weibull 式排除在外 ,本文将生长方程微分式化为生长因子的正相关项与负

相关项之乘积后就比较明确地掌握了方程的结构 ,并具备一定的理论解释基础 ,当然这种理论解

释限于自然界及与自然界环境相似的情形 ,而且对于其它理论生长方程也有待进一步探讨。

11213 　方程参数的求解方法　由于 6 种生长方程均为非线性方程 ,其参数先由经验值及林分

直径分布曲线估计初值 ,再采用 SAS 软件之非线性回归法求解 ;采用残差平方和 ( rss) 和剩余

标准差 ( s)比较各生长方程的模拟精度。

2 　结果与分析

2. 1 　各生长方程模拟的参数值范围

对 491 个样本逐一采用 6 种生长方程分别进行模拟 ,得到各方程应用于每个样本的参数

值及各参数值分布范围。Richards 和 Korf 方程参数 b 的径阶划分区间值分别为 : - ∞、

- 1 000 000、- 100 000、- 10 000、- 1 000、- 100、0、+ ∞; - ∞、100、1 000、10 000、100 000、

1 000 000、10 000 000、100 000 000、1 000 000 000、+ ∞。其它参数的分布 ,中值代表以该值为中

心 ,以相邻两个中值之差的 1/ 2 为正负浮动项的分布区间 ,如 1 表示 015 与 115 之间的数值。

最小与最大径阶中值的分布次数包含了参数两头的数值出现的次数 ,如对 Gompertz 方程参数

b ,径阶中值 012 的分布次数表示了所有小于 0. 25 的数值出现次数 ,对 Richards 方程参数 b ,径

阶中值 5 的分布次数表示了 (0 , + ∞)区间数值的出现次数。

表 3 　各方程参数的分布情况

方程参数
Gompertz

a b

Mitscherlich

l m

Logistic

p q

总体分布范围 0. 604 6～11. 163 1 0. 040 3～1. 262 9 0. 563 6～52. 244 7 0. 033 7～0. 872 3 1. 574 4～17. 263 1 0. 324 6～1. 323 6

主要分布区间 3、4、5 0. 3、0. 4、0. 5 2、3 0. 1、0. 2、0. 3 5、6、7 0. 55 、0. 65、0. 75、0. 85

主要分布范围 2. 5～5. 5 0. 25～0. 55 1. 5～3. 5 0. 05～0. 35 4. 5～7. 5 0. 5～0. 9

百分率/ % 72. 91 73. 12 93. 28 67. 01 60. 29 71. 08

方程参数
Richards

b k m

Korf

b c

Weibull

b c

总体分布范围
- 4. 640 9 E + 9

～133. 036 2

0. 265 7～

2. 333 9

0. 540 6～

9. 290 6

0. 123 2～

5. 152 2 E + 12

1. 520 3～

18. 860 1

0. 735 8～

20. 874 4

0. 392 2～

11. 976 2

主要分布径阶
- 5 000、

- 500、- 50

0. 45、0. 55、0. 65、

0. 75、0. 85

1. 5、

2. 5

500、5 000、

50 000、500 000
4、5、6

6、8、10、

12、14

3. 5、4. 5、

5. 5

主要分布范围 - 10 000～0 0. 4～0. 9 1～3 100～1 000 000 3. 5～6. 5 5～15 3～6

百分率/ % 75. 97 66. 19 79. 43 72. 1 69. 45 78. 82 72. 1
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　　从表 3 可以看出各方程的参数均存在一个分布范围。经统计 ,Richards 方程中参数 m > 1

时的比例为 98 % ,表明在模拟林分直径分布时 Richards 方程主要以 Logistic 型出现 ;Weibull 方

程中参数值 c 均大于 1 ,表示该方程在模拟林分直径分布时方程曲线均存在拐点 ,而且 ,各方

程参数在一个相对较小的范围内具有超过多数乃至绝对多数的分布频率 ,这充分反映了不同

的林分在形成生长方程模拟参数差异的同时 ,也因其自然发展的某些共同特性及研究对象

———林分直径结构的一般性规律 ,致使各方程参数存在一个主要分布范围 ,而且 ,不同生长方

程的参数分布范围及主要凝聚区间的存在也说明了各方程模拟的灵活性及准确性。

2. 2 　生长方程模拟精度分析

2. 2. 1 　单个样本拟合的精度分析　采用残差平方和进行精度比较分析后 ,得到每个样本的最

优拟合方程 ,进而统计出各方程出现最优情况的样本个数。

表 4 　各方程拟合最优样本数

方　程
年龄/ a

6 7 8 9 10 11 12 14 16 18 20 22 25 27

Richards 　26 　24 　27 　28 　38 　26 　34 　31 　32 　32 　33 　6 　4 4

Weibull 7 8 4 18 13 6 15 16 15 15 19 6 8 5

Logistic 1 1 2 0 3 0 1 1 2 4 3 0 2 1

Gompertz 1 0 0 0 0 1 2 1 2 0 0 0 0 0

Mitscherlich 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Korf 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

　　从表 4 统计得出 ,Richards、Weibull、Logistic、Gompertz、Mitscherlich、Korf 等 6 种生长函数的选

优率 (即各方程最优样本数与总样本数的百分比) 分别为 70106 %、31157 %、4148 %、1183 %、

0120 %、0 ; Richards 及 Weibull 生长函数的选优率极高 ,最优函数出现两者之一的比例高达

99119 % ;对山下林场的间伐试验林 ,Weibull 生长方程选优率达 45191 % ,表明该方程能较好地

对间伐林分的直径分布进行模拟 ;另外 ,除了 Korf 方程外 ,Logistic、Gompertz、Mitscherlich 三式均

存在被选优的情况 ,这说明由于各个林分直径结构实际组成不一 ,符合的生长方程也会不一

样 ,即每个生长方程都可能表现最佳 ,不存在一个生长方程在任何情形下均表现为最优 ,尤其

是在不可预测、无任何规律的人为或自然干扰的情况下 ,这也许是不同的研究选用的方程不同

的原因之一。有些林分同时具有多个最优方程 ,这多个最优函数在对林分进行模拟时 ,方程参

数各异 ,但方程 (具有拐点)的拐点却表现十分一致 ,这说明不同的方程在某些情况下亦能表现

出相同的林分生长特性。考察每块小区的长期拟合过程发现 ,年珠林场青石湾试验林的一些

小区林分直径分布在不同的生长年龄适合的生长方程表现一致 ,其它也有一些林分在不同年

龄时适合的生长方程大都相同 ,而相同的生长方程能更可靠地解释林分的动态变化情况 ,这说

明 ,选择一个最适宜林分长期发展且性能较好的生长方程是可能的 ,也是非常必要的。

2. 2. 2 　样本总体拟合精度分析　理论值和观测值间差异的表示方法很多 ,本文选用残差平方

和及剩余标准差进行分析 ,结果显示两种比较方法得到的样本总体拟合精度大小顺序完全一

致 (表 5) 。这主要是因为本文样本径阶数范围为 4～13 ,且大部分为 6～9 ,这一结果说明 ,在一

个不大的自由度范围内 ,残差平方和与剩余标准差精度检验效果一致。
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表 5 　各生长方程之残差平方和及剩余标准差

标准 Logistic Gompertz Richards Korf Weibull Mitscherlich 精度大小排序

残差平方和 1. 528 0 4. 296 8 0. 739 1 10. 079 9 1. 654 9 55. 239 2 R > L > W > G> K> M

剩余标准差 10. 517 4 18. 130 0 6. 879 5 28. 784 4 10. 834 1 65. 640 1 R > L > W > G> K> M

　　注 :R、L、W、G、K、M分别指代 Richards、Logistic、Weibull、Gompertz、Korf 、Mitscherlich 等 6 方程。

由表 5 可知 ,6 种生长方程的总体精度大小依次为 Richards、Logistic、Weibull、Gompertz、Korf

及 Mitscherlich。其中 Richards 式精度明显高出其它方程 ,分别为 Logistic、Weibull、Gompertz、Korf

及 Mitscherlich 方程的 1. 5、1. 6、2. 6、4. 2、9. 5 倍 (按剩余标准差计) 。Logistic 和 Weibull 两式精

度差异不明显。这里 Weibull 总体精度低于Logistic 式 ,似与表 4 各样本选优结果不符 ,究其原

因主要是 Weibull 方程拟合时有些样本的精度相对较低的缘故 ,因此这种结果并不矛盾。

结合先前对方程的分析结果 ,发现精度最低的方程为没有拐点的 Mitscherlich 生长方程 ;

除去该方程后 ,Richards、Logistic、Weibull、Gompertz 及 Korf 等 5 种生长方程的相对生长率依次表

现为变量的指数函数、指数函数、指数与幂函数的混合、指数函数及幂函数 ,从表 5 可以发现相

对生长率表现为变量的指数函数的方程精度普遍要高 ,仅 Weibull 式作为中间形式与 Gompertz

式略有颠倒 ,这种颠倒可以试从方程形式的复杂程度上加以解释 ;另外 ,考察生长方程的参数

个数时发现 ,Richards 生长方程有 3 个参数 ,精度较其它 5 种 2 参数方程要高 ,虽然在进行拟合

时所需的时间相对较长 ,但其解释林分生长情况的能力强。

3 　结论

(1)应用于林分直径累积分布的模拟研究时 ,Richards、Weibull 等 6 种生长方程的微分式可

以理解为 :直径累积频率的增长量 (d y/ d x )正相关于累积频率而受到最大频率的限制 ,并且这

种限制可为线性亦可为非线性。

(2) 6 种生长方程的参数均在一定范围内变化且具有各自的主要分布区间 ;在描述林分直

径累积分布时 ,Richards 方程表现为 Logistic 型的情形达 98 % ;Weibull 方程的参数 c 均大于 1 ,

曲线存在拐点。

(3)除 Mitscherlich 式外 ,各生长方程模拟的精度均相当高 ,Richards、Weibull、Logistic、Gom2
pertz、Mitscherlich、Korf 等 6 种生长方程选优率依次降低。

(4) Richards、Logistic 、Weibull、Gompertz、Korf 及 Mitscherlich 等 6 种生长方程总体精度依次

降低 ,Richards 方程模拟精度依次为其后 5 种方程精度的 1. 5、1. 6、2. 6、4. 2、9. 5 倍 ;相对生长

率表现为变量指数函数方程的精度较相对生长率表现为变量幂函数方程的精度高 ,且 3 参数

方程的精度较 2 参数方程的高 ;当 Weibull 函数作生长方程应用时其模拟性能较好。
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Application of Six Growth Equations on Stands Diameter Structure

of Chinese Fir Plantations

DUAN Ai2guo , ZHANG Jian2guo , TONG Shu2zhen

(Research Institute of Forestry , CAF Beijing 　100091 , China)

Abstract : The mathematical characteristics of six growth equations and the theoretical basis of these equations

applied to model stands diameter structure are analyzed and explored , and the long2term observation data of per2
manent sample plots of Chinese fir are sorted out . The six equations are used to simulate stands cumulative di2
ameter distribution , in order to clearly master the simulation parameters of every equation and what properties

growth eqations have when used in the field of diameter structure. The results show : Richards equation at most

time presents as a kind of Logistic and Weibull equation has its inflection point ; except for Mitscherlich func2
tion , modelling precision of all growth functions are very high ; the optimum seeking rate of Richards , Weibull ,

Logistic , Gompertz , Mitscherlich and Korf successively get down ; the whole precision of Richards , Logistic ,

Weibull , Gompertz , Korf and Mitscherlich successively get down ; the functions , relative growth rate of which

is the index of variable ,have the higher precision than those that relative growth rate is the power of variable ; e2
quations with three parameters have the higher precision than equations with two.

Key words : growth equations ; Chinese fir plantions ; cumulative diameter distribution ; modelling
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